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Concurs de Admitere la Facultatea de Matematica si Informatica

Sesiunea Iulie 2016
Subiect la Matematica

1. Se considera sistemul de ecuatii liniare:

r + y + z = 3
mx  + Yy o+ z = 3
r 4+ my + mPz = 3,

unde m € R este un parametru real oarecare.

a) Calculati determinantul matricei coeficientilor necunoscutelor sistemului de mai sus.
b) Rezolvati sistemul pentru m = —1.

¢) Determinati valorile parametrului m € R pentru care sistemul este compatibil.

2. Se considera functia f : R — R definita prin:

22 —1 , daca |z| > 1,

e—e”’ | daca |z| < 1.
a)
b)
c)

Sa se determine multimea punctelor in care f este continua.
Sa se determine multimea punctelor in care f este derivabila.
Sa se determine multimea punctelor de extrem local ale functiei f.

3. Se considera functia f: R — R,
flx) =2e” 4+ 1.
a) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.

)
b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care ecuatia f(x) = m admite exact doua solutii reale si distincte.
c) Araitati cd f admite primitive gi orice primitiva a lui f este strict crecsitoare.

d) Calculati
1
/ f(x)dx.
0

4. Pe multimea A = (—1,1) consideram operatia * definita prin

THyY = Ty , pentru orice x,y € A.
zy+1
a) Aratati cd functia f : R — A definitd prin
e —1
f(z) = e pentru orice x € R,

este un izomorfism de la (R, +) la (A4, x).
b) Aratati cd (A4, *) este un grup comutativ.
c¢) Ar#itati c8 pentru orice m € A ecuatia x * x = m are o unici solutie x € A.

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii gi se noteaza cu note cuprinse intre 1 si 10.
Timp de lucru: 3 ore.



UNIVERSITATEA DE VEST DIN TIMISOARA
FACULTATEA DE MATEMATICA ST INFORMATICA

Concurs de Admitere la Facultatea de Matematica si Informatica

Sesiunea Iulie 2016
Solutii si barem de corectare la Matematica

1. Se considera sistemul de ecuatii liniare:

r + Yy + z = 3
mx  + Yy + z = 3
r + my + mPz = 3,

unde m € R este un parametru real oarecare.

a) Calculati determinantul matricei coeficientilor necunoscutelor sistemului de mai sus.
b) Rezolvati sistemul pentru m = —1.

¢) Determinati valorile parametrului m € R pentru care sistemul este compatibil.

Solutie:
51772 PPt 1p
a) Matricea A a coeficientilor necunoscutelor sistemului dat este
1 1 1
A= m 1 1
1 m m?
Calculand determinantul(cu definitia, sau cu regula lui Sarrus, sau cu regula triunghiului, sau dezvoltand dupa una
dintre liniile sau coloanele matricei), se obtine det(A) = —m3 +2m? — M. ... 3p
b) Pentru m = —1 avem c& A = det(A) = 4 # 0, astfel ca se poate folosi regula lui Cramer. Avem:
3 1 1 3 1 1 1 3
Ay=|3 1 1|=0, Ay=|-1 3 1|=0, A, =] -1 1 3 |=12,
3 -1 1 3 1 1 -1 3
< A
astfelcax:%:(],yzfy:(),z:%:3............7. ....................................................... 3p
c¢) Conform a) avem ci det(A) = —m(m —1)2. Notand cu A matricea extinsi a sistemului, pentru m € R\ {0, 1} avem

ci det(A) # 0, astfel ca 3 = rang(A) < rang(A) < 3, si rezulta ca rang(A) = rang(A) = 3 si sistemul este compatibil
AETETTNINIAT. . . . oot e e e e e 1p

Pentrum—O,avemdet(A)—Ogicummp—‘ (1) 1 ‘_l;é() i

1 1 3
Mear =| 0 1 3 :37&07
1 0 3

rezulta, conform criteriului lui Rouché, ca sistemul este incompatibil. ......... . ... . 1p
Pentru m = 1, A si A sunt matrice nenule avand cele trei linii identice, astfel c& rang(A) = rang(A) = 1 si sistemul
este compatibil(se poate si observa direct cd x = y = z = 1 este in acest caz o solutie a sistemului). Prin urmare,
sistemul este compatibil daca si numai dac& m € R\ {0}...... oo 1p.

2. Se considera functia f: R — R definita prin:

2 -1 | dacd |z| > 1,

fx) =

e—e” , dacd |z| < 1.



a) Sa se determine mulfimea punctelor in care f este continud.
b) Sa se determine multimea punctelor in care f este derivabild.
¢) Sa se determine multimea punctelor de extrem local ale functiei f.

Solutie:
51722 v 1p
Explicitand, avem ca
g(z) , dacd z € (—o0,—1] U1, 0),

h(z) , dacd z € (—1,1),

unde g, h : R — R sunt functiile definite prin g(z) = 2% — 1, respectiv h(z) = e — %, pentru orice € R. Functiile g
si h sunt elementare, fiind compuse de functii elementare. Prin urmare, ele sunt continue si derivabile pe orice interval
deschis I C R.

a) Avem atunci ca f este continud pe multimea (—00, —1) U (=1, 1) U (1,00).. ..o 1p
In punctul x = —1 avem ca:
1. = 1 = —1 =
Jim f(w) = lim f(z)=f(-1)=0,
astfel ca f este CONTINUA TN & = — L. ...t e e e e et e e e e e 1p

Analog, in x = 1:

lim f(z) = lim f(z) = f(1) =0,

z 1 z\(1
deci f este continuad in x = 1. Rezulta ca f este continud pe R. ... . i 1p
b) Ca mai sus, f este derivabild pe multimea (—oo, —1)U(—1,1)U(1, ), si f'(z) = ¢'(z) = 2z,Vz € (—o0, —=1)U(1, c0),
respectiv f/(z) = B (2) = —22€™ V& € (=1, 1) oot 1p
In 2 = —1 avem
TGO R (Gl N et S
z,/—1 J?—(—l) z,/—1 r+1 ’
respectiv , ,
x z°—1 2
hmM: im S = ¢ lim < _1~x_1:—e-1-(—2):2e.
-1z —(—1) =1 2+ 1 aN—1 22 -1 rz+1
Deoarece f',(—1) # f'4(—1), functia f nu este derivabila In & = —1. ... ... i i 1p
Analog se aratd ca f' (1) = —2e # 2 = f/;(1) si f nu este derivabild in = 1. Prin urmare, f este derivabila pe
RO\ L, L e 1p
(Alternativ se poate folosi consecinta teoremei lui Lagrange: Functia f este continud pe R, derivabild pe R\ {—1,1}
si exista limitele laterale in x = —1 gi = 1 ale derivatei lui f, astfel ca exista derivatele laterale:

12 _ _ . / _ . _ ! _ — . / — : _ 12 —
f(=1) = Ll}n—11f (x) = .Ll/l(n—ll 20 =-2, f',(-1) ll{(n;llf (x) ;{121 2ze 2e,

, T / R TIN 22 _ ’ 1 / 7 —
£,(1) = lim £'(e) = lin ~20e”" = <26, f',(1) = lim f'(s) = lim 20 = 2,

si functia f nu este derivabila in x = —1 gi x = 1.)
¢) Deoarece

g (x) =2x , dacd z € (—o0, —1) U (1, 00),

J'(@) = 2

W(z) = —2ze* | daca x € (—1,1),
avem c& f'(x) > 0 dacd gl numai dacid x € (—1,0)U(1, 00), respectiv f'(z) < 0 dacd si numai dacd x € (—oo, —1)U(0, 1).
Rezultd cd f este strict crescitoare pe intervalele [—1, 0] si [1, 00), respectiv strict descrescitoare pe intervalele (—oo, —1]

3 0 2p
Rezulta ca f are urmatoarele puncte de extrem local: z = —1 gi = 1 sunt puncte de minim local, iar x = 0 este
punct de maxim LoCal. . . ... ... 1p
(Observatie: Extremele © = —1 gi « = 1 nu pot fi obtinute prin conditia de anulare a derivatei, deoarece functia f nu

este derivabila in aceste puncte.)

3. Se considerd functia f: R — R,
flx) =ze” 4+ 1.



a) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f.
b) Determinati valorile reale ale lui m pentru care ecuatia f(x) = m admite exact doud solutii reale si distincte.
¢) Ardtati ca f admite primitive gi orice primitiva a lui f este strict crecsatoare.

d) Calculati
1

f(x)dx.
0
Solutie:
1722 o v 1p
a) Fiind compunere de functii elementare, f este elementars, si deci continud si derivabilda pe R. De asemenea,
f(x) = (x 4+ 1)e?, pentru orice © € R. ..o 1p
Cum f’(z) > 0 daci si numai dacd z > —1, respectiv f'(z) < 0 daca gi numai dacid x < —1, rezulta ca f este strict
crescatoare pe intervalul [—1, 00) gi strict descrescitoare pe intervalul (—oo, —1]. .....oiiei i, 2p
b) Deoarece lim f(z)=1,1iar lim f(z) = oo, cum f este continud pe R, tindnd cont de monotonia functiei avem
Tr—r—00 T—r0o0
ca )
(=00, 1)) = (F(-1). tim_f(@) = (1-7.1).

T——00 e

respectiv

F((=1,00) = (F(=1), lim_f(z)) = (1 - 1oo> |

T—r 00

Prin urmare, ecuatia f(z) = m are doud solutii pe R daca si numai daci ecuatia are cite o solutie in fiecare dintre
intervalele (—oo, —1) i (—1, 00), adicd pentru

m € f((—00,—1)) N f((—1,00) = (1 - (121) N (1 - ioo) = (1 - é 1) .

Prin urmare, ecuatia f(z) = m are doud solutii pe R daca si numai daca m € (1—L,1)...................... ... 2p
(Alternativ se poate urmari tabloul de variatie al functiei f:

T —00 -1 o0

f(z) - - = 0 + + +

@ 1~ N N 1-1 7 7 7
din inspectarea caruia se poate trage concluzia.)
(Alta posibilitatea este de a folosi girul lui Rolle pentru functia g : R — R definitd prin g(z) = f(z) — m. Avem
cd ¢'(x) = f'(x) = (v + 1)e” se anuleazd doar in —1 si numdrul solutiilor ecuatiei g(x) = 0 este dat de numéarul
schimbérilor de semn in sirul (g(—o0) = 1—m, g(—1) = 1—1 —m, g(c0) = 00). Ecuatia are doua solutii dacé si numai

dacil—m>0>1-1—m,saume (1-1,1).)

¢) Deoarece f este continua pe R, admite primitive pe R. ... o i 1p
Fie F' o primitiva a functiei f. Atunci F'(z) = f(z) > f(-1)=1— % > 0,Vz € R, astfel cd F este strict crescatoare
P R 1p

d) Integrand prin parti, avem

1 1 1 1 1
/ f(x)dx:/ (xex—i—l)dx:/ xemd;v—&—/ 1dx:ace’”|(1)—/ efdr+l=e—(e—1)+1=2.
0 0 0 0 0

ASHEL, [ F() A = 2.1 2p
(Alternativ, f(z) =ze*+1=(z+1)e* — e+ 1= (f(z) —e* +z) si

1

4. Pe mulfimea A = (—1,1) consideram operatia * definitd prin

r+y
zy+1

TxyYy = , pentru orice x,y € A.

a) Ardtati cd functia f: R — A definita prin

e _ 1

[0 =2

, pentru orice x € R,



este un izomorfism de la (R, +) la (A, x*).
b) Aratati ca (A, *) este un grup comutativ.
c¢) Ardtati cd pentru orice m € A ecuatia x * x = m are o unicd solutie x € A.

Solutie:
51122 o v 1p
a) Ecuatia f(z) = y este echivalentd cu e2* = =¥ care are pentru orice y € (—1,1) solutia unicd z = 1 - In (=¥,
Y Tty Y 2 Ty
Rezulta ca functia f este bijectiva, cu inversa g : A — R, g(y) = % -ln (};—5) ..................................... 2p
Pentru orice x,y € R are loc
flx)+ fly 2T —1)(e + 1)+ (e +1)(e? —1) 2ty 1
fla)s fl) = LDIW_(rm e e Died 1) _ @ = fla+)
F@) ) +1 (@ D@ -+ (@ + )@ +1) a1
astfel c& f este morfism de la (R, +) la (A, x). Rezultd c& f este un morfism bijectiv, deci un izomorfism.......... 2p
b) Deoarece f : (R,4) — (A, %) este un izomorfism, iar (R, +) este un grup comutativ, rezulta ci (A4, *) este un grup
167000010 1172 13 PR 2p

¢) Ecuatia z x = m se transcrie sub forma = m. Daca m = 0, singura solutie a ecuatiei este z = 0.

2x
x2+1
Pentru m € A\ {0} ecuatia este echivalentd cu ma? — 2z + m = 0. Discriminantul acestei ecuatii de grad doi este
A = 4(1 —m?) > 0 pentru orice m € A. Rezultd ci ecuatia are doud solutii reale distincte xy,xo, al ciror produs
este z1xe = 70 = 1, astfel cd exact una dintre ele este de modul subunitar. Rezulta ca ecuatia z x x = m are o unica
SOIULIE T € AL 3p
(Alternativ, folosind izomorfismele f si g, ecuatia este echivalentd cu g(z * ) = g(m), sau, echivalent, 2- g(x) = g(m),

cu solutia unicd z = f (3 - g(m)).)



